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Syntax of the lambda calculus with integer constants:

x ∈ X Any infinite set of names
i ∈ Z Integers
e ∈ E ::= i | x | λx.e | e e

Substitution:

i[z := e] = i
x[z := e] = x if x 6= z
z[z := e] = e

λx.e1[z := e] = λx′.(e1[x := x′][z := e]) with x′ 6∈ FV (e)
e1 e2[z := e] = (e1[z := e]) (e2[z := e])

Big-step substitution semantics:

i ↪→ i λx.e ↪→ λx.e

e1 ↪→ λx.e3

e2 ↪→ e4

e3[x := e4] ↪→ e5

e1 e2 ↪→ e5
(CBV )

e1 ↪→ λx.e3

e3[x := e2] ↪→ e4

e1 e2 ↪→ e4
(CBN)

Small-step substitution semantics:

v ∈ V ::= i | λx.e
(λx.e) v 7→ e[x := v]

e1 7→ e1
′

e1 e2 7→ e1
′ e2

e 7→ e′

v e 7→ ve′

Big-step environment semantics:
Syntax of the lambda calculus with integer constants:

E ∈ ECBV ::= [] | E :: (x := v)
v ∈ V ::= i | {E, λx.e}

E ∈ ECBN ::= [] | E :: (x := b)
b ∈ B ::= i | {E, λ.e}

E, i ↪→ i

E, x ↪→ E(x)
(CBV )

E, λx.e ↪→ {E, λx.e}

E, e1 ↪→ {E′, λx.e3}
E, e2 ↪→ v4

E′ :: (x := v4), e3 ↪→ v5

E, e1 e2 ↪→ v5
(CBV )

E(x) ↪→ v

E, x ↪→ v
(CBN)

E, e1 ↪→ {E′, λx.e3}
E′ :: (x := (E, e2)), e3 ↪→ v4

E, e1 e2 ↪→ v4
(CBN)
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